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Calcul littéral
1.Développement - Factorisation

Propriétés - Distributivité simple et double

Pour tous réels k,a,b,c etd :
kx(a+b)=kxa+kxbouk(a+b) =ka+kb
(a+b)x(c+d)=axc+axd+bxc+bxdou(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc+ bd

Les expressions de gauche sont factorisées et celles de droite sont développées.

Remarque : (ab)(cd) se simplifie en abcd. Il n’y a pas de développement s’il n’y a pas de signe +

Exemples :
Développer les expressions suivantes : Factoriser les expressions suivantes
A=—-(x+3) : (28) a(x) = (x - 4)(@x +7) + (x = 4)(x +1)

b(x)=02x+1)(x+2)—(2x+1)(3x+5)

B=_2x+1)3x—4)
€ 0(x)= (x +3)(3x—5)-(2x-1)(x +3)

C=2x—-1x+2)(3x +2) b(x) = (2x - 1)(2x +3)— (2 + 3)(7x—6)
_ 1 1 5 7 @ a(x)=(x+2)(x-3)-(x+2)
D=Gu-gvGutzv) b(x) = (2x +3)? +(x—5)(2x +3)
E = (xV2 = 3)(2x + 5V2) ) o(x)=(7x+3)(6x- 1) +3(6x-1(2x +1)
b(x)=(3x+5)(=x+2)—4(3x+5)(4x+1)
b(x) du 28

) o(x)=5(x +27 —2(x +1)(x +2)
- -5 b(x)=2(~x +5)(- X +6)— 3(- x +5)(2x +3)
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2.Les identités remarquables

Théoréme :

Pour tousréelsaeth:

N g
(Cl+b)2="' oo .I—‘LQJO ""‘L\

1
1 +h
(a—b)2=- ©  ~ Lo
R
(a=b)la+b)="-+
L’expression de gauche est factorisée et celle de droite développée.
L
Le + 5
Gl (c\+l—>)(u+—ﬂ; U % sab +he
Démonstrations : - 1 L;.C
= ot L e 4
b

\ - "L’W’L~ c_/l—z_o\_\n g'&
CO\’L’)’L = (C\*("ﬂ)) = ot + 2l b) 1+ ( - .

(OL"Q(O\*L'): LA 21N RN Ql_gl
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Exemples :

W Développer (3x +4)?, puis (5x — 2)(5x + 2).

~ =» Que doit-on faire ?
Développer une expression algébrique.
Cela signifie la transformer en somme (ou en différence) de termes.

=» Comment s’y prendre ?
Pour transformer une écriture, on utilise la distributivité ou les identités remarquables.

o ,)J' + 1 Ly + /é Développer les expressions suivantes
2 2
Lo (5 °A=(20+3b) B=(3x-y)
L<_ L C=(4u-5v) D=(a-3b)* - (2a+ by

1_ 1Y 3 1Y 2
A—(Zx—gy) B—(Ex—zy) —(x—y)

W Factoriser A= x2—10x + 25, puisB = (4x—1)*-9(x +2)%
=» Que doit-on faire ?
Factoriser une expression algébrique, cela signifie la transformer en produit de facteurs.

=» Comment s’y prendre ?
Pour transformer une expression on utilise la distributivité ou les identités remarquables.

Qc - S) L Factoriser les expressions suivantes :
(@\,,L_\) _ B(waD [@vt—') ‘L%(““‘)) € o(x)= x2+10x+25  b(x)=x?—8x+16
c(x)=x%-25 d(x)=(x+1)*-9

—L Laoc-1 - }’7(-"6) CQK,I -{'B\\\/Cj
QL—-}) (X +§)
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3.Résolution d’équations

Théoréme :

est nul.

Dans R, un produit de facteurs est nul si et seulement si ..........cceccereuenee. I'un des facteurs

Méthode usuelle

Etape 1: on rameéne I'équation a résoudre a une équation du type A(x) = 0.
Etape 2 : on factorise A(x) en I'écrivant sous la forme d’un produit de facteurs

Etape 3 : on utilise le théoreme.

Exemples :

Résoudre dans R les deux équations suivantes :

(5x+3)2=4
GOU’)) t-G-o
G-y - =
(659 ) (Ex )0
ijf) (Cm— l) -0

P . ) v oS
Gx-Ixo c/‘]/"’v\" <
aC =| (

G-l =0 e

Résoudre dans R les équations suivantes :

€ s (x+1)(x-3)=0
c.(3x-1)(3x+2)=0

@a.x?—m:o

.x=5

b.(x-7)(2x+1)=0
d.(x-57=0

b.(x+3\’=4
d. x?+2x+1=25

a.(x—A)(?x—S):O b.(—4x+1)(-6x-3)=0
€. x?-25=0 d.x*+16=0
e (x+1)(2x+3)+(x+1)(3x-2)=0

@ 2. 3x+1)2x-5)—(2x-5)(4x-3)=0
b.4x2=9 c.(x-3f=100
d.(3x+17=(5x-3) e.3x+17=—4

32x+7)(2x—4) =4(x+4)(2x+7)

3 () (e ~8) = § (art) (et ) _ o
() [ 3(wst) - LO) | oo
Che) (6o -12 -k 1) 2D

C}) (B —28) =7

z'y('r} = . Ve
Qﬂ{—/\\/tn——b N
U -Lio Cq— =

5{-3]

0 a.(3x+1)(2x-5)-4(2x-5)(4x-3)=0
b. x(x—1)=x(2x +5)
c.(x+3f=x+3 d. (x+1f =9(5x-3)
e a.(x+4)*=16(2x-5F

b. (7x+21)(—=5x +8)=4(2x—-7)(4x +12)
c.(2x+3)(2x-4)=x*-4

d.9x2—6x+1=x +4x+4

Q a. x2-9+3(x?-6x+9)=x-3
b. (4x-1)(4x-2)=—(7x-1)(14x-7)
c.(6x+2f =3x+1 d.3(x+1) =5(5x-3)

Probléme :

L ¢ ax= _:;/&

28 - (¢

O
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Patrick dispose d’un lavoir (en noir) de largeur 1, de longueur 2 et
de hauteur 2. Il décide de 'agrandir pour en faire une piscine. La
largeur est augmentée de 2x, la longueur de x et la hauteur reste
inchangée. L'unité de la longueur utilisée est le métre et x> 0.

1. Exprimer a(x), le volume de la piscine, en fonction de x.
2. Patrick décide d’ajouter la partie verte, de hauteur 1, de largeur

%x et de méme longueur que la piscine. On note b(x) le volume de

la partie verte. Exprimer b(x) en fonction de x.
3.0n note c(x) le volume d’eau nécessaire (en m?) pour remplir

cette piscine. Démontrer que c(x)=(x + 2)(%x + 2).

4., Développer l'expression de c(x).

5. Patrick souhaite trouver la valeur de x pour laquelle la piscine a un volume est 38 m3.
a. Démontrer que x vérifie l'équation : 15x2 +38x-136=0.

b. Développer (15x + 68)(x —2), puis en déduire la valeur de x.

) Solution 2 Méthode
1. La largeur de la piscine est de 2x+1, la longueur de | = L'e volume au o Y h
x +2 et la hauteur de 2 ; donc: d’un parallélépipede :
rectangle est : : ¢

a(x)=(2x+1)(x+2)x2, soita(x)=2(2x+1)(x +2). U bsctxh L
2. Le volume vert est un prisme ayant pour base un )
) s 4 A 1 Le volume d"un prisme de base
triangle rectangle d'aire 5 x Sxx1=—x d’aire B et de hauteur hest :

2 @ 4

et de longueur x +2 ; ainsi b(x)=-l-x(x+2), V=Bxh

3. c(x)=a(x)-b(x)=2(2x+1)(x +2)—%x(x +2)

=( x+2)[2(2x+1)—%x]=(X+2)(14—5x+2) - g:mfnir:r?: 21a présence d'un facteur

&.c(x)= (x+2)(£x+2)= Exz +2x+ Ex+ 4 —> Pour développer on utilise la double dis-
& 1‘;3 4 2 tributivité :
=Tx2+7x+4 (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd
5.a. c(x)= 38 équivaut a 1_§xz +-1—9x+4 w38 —> On ajoute —38 a chaque membre puis on
4 2 multiplie chaque membre par 4.

1—5x2+£x+4 38=0

4 2 -

d'oli15x% +38x-136=0.
b. (15x +68)(x—2)=15x% —30x +68x —136 —> On utilise encore la double distributivité

=152 +38%—136 pour développer.
c(x)=0équivaut a (15x +68)(x—-2)=0
- 68
15x+68=00ux-2=0,doux= —goux= 2. —> Un produit de facteurs est nul si et seu-
" . lement si au moins l'un des facteurs est
x étant positif la seule solution est x = 2. nul.
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4.Manipulation d’inégalités et résolution d’équations

Définition :

Quelques soient les nombres a et b, on dit que a<b lorsque b — a > 0.

Théoreme :
Quels que soientlesréels a, b, c, d et k,
e sia<balorsa+c<b+c [1]
e sia<betc<dalorsa+c<b+d. [2]
e sia<balors
o sik>0alorskxa<kxXxb [3]
o sik<Oalorskxa>kxb [4]
Remarque :

e [1] permet de justifier la transposition additive avec changement de signe :
x—12>0¢équivauta (x —1+ 1 > +1) équivautax = 1
o [3]et [4] permettent de justifier la transposition multiplicative sans changement de signe :

L (1 1 Lo L1 2, . \ 2
3x>2equ1vauta(§)><(3x)>§x2equlvauta§><3><x>§equ1vautax>§

Démonstrations:

Démonstration
b+d-(a+c)=b+d-a-c=(b-a)+(d-c)
ora<b,doncb-a>0;
etc<d,doncd—c>0.

Ce qui prouve que (b—a)+(d—c)>0.
Dolla+c< b+d.

Démonstration
b+c—(a+c)=b+c—a-c=b-a
Ora<b, doncb-a>0
Doncb+c—(a+c)>0
ce qui prouve quea+c< b+c.

Démonstration

*1%cas:c>0

Dans ce cas b—a et c sont deux réels stricte- ” sl stri sqatif. d L
ment positifs, donc le produit (b—a)c est u etF Ui Ies strlctemer!t negatir, T
strictement positif. produit (b—a)c est strictement négatif.

bc—ac >0, ce qui signifie que ac < bc.  bc—ac <0, ce qui signifie que ac > bc.

*2%cas:c<0
Dans ce cas b—a est un réel strictement posi-
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Exemple :

1. Résoudre dans R l'inéquation 4x+1> 0.
2. Résoudredans R l'inéquation3x+5>5x+1.

- =» Que doit-on faire ?
Résoudre dans R une inéquation, dont l'inconnue est x, c’est trouver les valeurs de x
qui vérifient l'inéquation.
=» Comment sy prendre ?
On utilise les théorémes sur les inégalités pour aboutir a une expression de la forme x<...oux>....

4w + o
1) |« L2 Pour les exercices Q a @, résoudre chaque inéqua-

Gw +| 1S - tion. On noteraSl’ensetpbledessolutionseton repré-
| - sentera S sur l"axe des réels.
Gy > - 5:]-~;+o°
& 0 a2x+5511 b.6x—5 4x +2
/((,x) > "l(/, €.-3x+7>10 d.3x+4<4x—4
T
h @a.éx-2<7 b.2x-5>5x+2
w S -L(\ c.—-5x+6=<-3 d.-6x+3<—x-2
1 6_ .2 7
L) VI G @a.§x+2>x—5 b.§x+§>x+m
- 2 4 3 1 1
5% '%’7\ fg_ > g)( -S’)C 1—] c.§x+1$—5-x+3 d.—z-§x<—§x+3
“nrs > 1 C azx+z>§x—l b—zx+—<——x+1
—gw kY =5 D> A4S 272727 3 77797 3
[« —ch+l<ZJc+g d 1Jc—1>1x+2
- U > -3 ‘ B R ] 2" 3 2
I -5\ -
"(’%‘)<;(z) 1 4% 1
T 3 a.2x+§>-§+? b -Ex+3\ 3~ X
< z r c 99Jc+1> x+1 d x+5 2+1x
. " 100 7100 3 E ik s
§ o) -, el
Exemple :

M Soit x et y deux réels telsque -5<x<7et -2<y<1.
Démontrer que -13 < 2x -3y < 20.

Q Pour les réels x et y, si x <5 et y <7, quelle inéga-
-\ ) ( (33 (} ‘1 A lité peut-on écrire dans chaque cas ?
a.5x b.2x+y
_z ( \é ( 4 . X+2y d.x+y
C e Pour les réels x et y, si x <2 et y >1, quelle inéga-
-~ % ( - 7’ ‘a < v lité peut-on écrire dans chaque cas ?
a. 2x b.-y
c.2x-y d. x-yw

RIS PR
»WCQMJ?(%

7
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5.Racines carrées

Définition :

Soit a un nombre réel positif. La racine carrée de a est I'unique réel positif dont le
carré estégalaa.

Pour touta > 0, (vVa)' = a

Remarques : Vo=0et ViI=1

Propriétés :

Soient a et b deux nombres réels positifs. On a alors :

e ab=+ax+Vb

. a_\/_E
. Slb¢0,\/;—\/3

e Si a et b sont strictement positifs alors Va + b<va + Vb

e Pour tout nombre a, on+/a? = |a|

Exemples : Simplifier :
M =+/150 = V6x 25 = V6 x /25 = V6 x5 =56

— — N=+/8x V50 =2x 4 x V2x25
V150 = --- V8 x50 = ... =2J§><x5ﬁ X

=10x(v2)' =10x2=20

35 21
(1—\/7)2= ..... /?X ’?= Q=\l1—\/7)2=|1-\/7|or1-\/7<0donc
Il—\/ﬂ:\/?_—lainsi:
a=v1-v7) =+7-1
P—\/E \/E_JB_SX z1_J7x—5me
“f?}?f‘?;'_ BB
7 X5 XN3x7
= =TxT=7
V3 x5
Démonstrations :

[oéwonsTRATION |

1.0n considére a et b des nombres réels positifs. On en déduit que ab >0 donc (yab )>=ab.
De plus, (Yayb)’=ya’yb’=ab.

Ainsi, yab et yayb sont deux nombres positifs qui ont le méme carré : ils sont donc égaux.

a fa\s_a Ja\> Jd’ _a
# > /%) =+- ) ==
2.Avec b#0,0na 3->0 donc (\; b ) p - De plus, ( /b ) N
Par conséquent, \""’v’_(l; et —:;% sont deux nombres positifs qui ont le méme carré : ils sont donc égaux.

3. Considérons le triangle rectangle ABC ci-contre. D'aprés le théoréme

de Pythagore, BC = yAB2+AC? =v/a’+/b’ =ya+b.

Les points ne sont pas alignés. L'inégalité triangulaire nous donne par
ailleurs BC<AB+AC.

Onaalors: ya+b<ya+yb.
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Définition

Soit a, b des nombres, a — b est la quantité ................ de a + b. Et réciproquement.

Exemples: La quantité conjuguée de 3 + V2 est .....5 - \f"l

Théoréme

Soit a, b, ¢, d des nombres quelconques appartenanta Q avecd > 0eth + cvd # 0

. a , . , . . . .
Soit4 = P pour écrire A avec un dénominateur rationnel, on multiplie

numérateur et dénominateur par b — cvd (en ayant préalablement démontré que
b — cVd est un réel non nul).

Démonstration :
A A e
h+fd Qo+ dﬁL)(""‘ ‘L> LY et
Exemples :
. . . . _ 1 _ 3 _ 5-v6
Rendre rationnel le dénominateur des expressions A = p—r B = PG etC = e

)

*Pour lexpression de A, on multiplie le | < Pourl’expression B, on multiplie numérateur et
numeérateur et le dénominateur par la quantité | dénominateur par la quantité conjuguée
conjuguée 6++/2. { ‘Ondtoik dabord de5—+/2, C'est-a-dire par5++2 :

vérifié que la quantité
A= 1 = 6+ \'/E = conjuguée 6+ V2 était = 3 = 3% (5+ \/E)
6~+/2 (6_\/5)(6+ \/Zj bien différente de 0. 5—2 (5_\/5)(54_\/5)
_6+2 154342
2 =

_6+\2 154342

36—-2 T 25-2
_6+2 _15+3V2

34 N

* Pour Uexpression C, on multiplie numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée de2— /6,
C'est-a-dire par2++/6 :

5= _(5-6)(2+v6) 5x2+5V6-VEx2- 6
“2-V6 (2-+6)2+6) 22 - J6°

_10+3V6-6_4+3V6 _ 4+3V6
T 4-6 0 2 2

3
On peut aussi écrireC=-2- E\/E.
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6.Les puissance

Rappels :
Pour tous réels a, b # 0 et n et p relatifs :
(a™P = q™P (axb)"=a™ x b" b =1
a x aP = a"*P (%)n = Z—: bt =b
Exemples :

Simplifier les nombres suivants ol a et b sont deux réels non nuls :

A=(a5) B=(a®)’ xa® C=b"a%(ab)’
D= ((02)3)4 " 0’24 E— (02)7 F- (0-5)34
(ab)” x b* ((02)3)

A =(a‘5)3 =g 3 =g"15
B=(a3)3xa‘6 =a™3xa%=0a%%a%=a%%=a’

C= b‘Sa“(ab)3 = b3a%a’h? = a*t3p=5t3 = g’h2

4
D=((a2)?) x a2 = q2x3x4 x g2
=g xXa¥=a"=1
(e Q'
*(a%)’ x bt a°b*xb*

-5)"3 15
_(a®) =9 _MSxgB=g"F

= ((az )3 )1. a4

10



